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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019

CLASA a Xl-a
Subiectul 1.
ca ) (1 3
Se considera matricea 4 = (_3 _5) .

a) Determinati matricele B si C, care verifica relatiile A = —2B + C si A*> = 4B — 4C.

b) Demonstrati ca exista doua siruri de numere reale (x,,),s1 Si (V) ns1 astfel incét

A" =x, - B +y, - C,pentru orice numar natural n > 1, unde B si C sunt matricele determinate la
punctul anterior.

c) Calculati A™ pentru orice numar natural n > 1.

Subiectul 2.
a) Ardtati ca, daca X € M, (R) verifica relatia Tr(X - X*) = 0, atunci X = 0,, .
b) Se considerd matricele 4, B € M,,(R) care indeplinesc conditia
Tr(A-AY) +Tr(B-BY) =Tr(A-B) + Tr(At - BY).
Demonstrati ci Bt = A
Prin Xt s-a notat transpusa matricei X, iar Tr(X) este suma elementelor de pe diagonala
principala a matricei X.

Subiectul 3.
Se considera sirurile (a,),s1 Si (by)ns1 care indeplinesc relatiile
az + bz a, + b, _
a; >0,b; >0,a,41 = T S bpiq = > pentru oricen € N,n > 1.
n n

Demonstrati ¢a sirurile (a,)ns1 Si (bp)ns1 au limite si limitele sunt egale.

Subiectul 4.
Calculati:

n2 n3 n4 nnti1
unde a > 0 si AX reprezinti aranjamente de n luate cte K, iar [a] reprezinti partea intreagi a
numadrului real a.

. ([a AL 20 A3) [BaA]  [na -A%])

Nota:
1) Timp de lucru 3 h.
2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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BAREM DE CORECTARE CLASA a Xl-a

Subiectul 1.

Se considera matricea A = (_13 _35) .
a) Determinati matricele B si C , care verificd relatiile A = —2B + C si A2 = 4B — 4C.
b) Demonstrati ca exista doua siruri de numere reale (x;,),>1 Si (V) ns1 astfel incét
A™ = x,, - B+ y, - C, pentru orice numar natural n > 1, unde B si C sunt matricele
determinate la punctul anterior.

c) Calculati A™ pentru orice numar natural n > 1.

Solutie.
(1 0 (3 3
a) B—(O 1), C—(_3 _3) ................................................................................................... 1p
b) Inductie matematica: Presupunem A" = x,, B+ y, C = A" =x,-AB+y, - AC =
AVl =x - (-2B+C)B+y,  (-2B+C)C = A" =x, - (-2B+C) +y, - (-2C) =

AL = 225, B+ (X — 2Y5) "€ oo 2p
Consideram §irurile (xn)nzl si (yn)nzl CUxy = —=2,¥1 = Lxp41 = =2X, $1 Y41 = X — 2Yp... 1P

C) (Xp)ns1 este progresie geometricd = X = (—2)™ oo e 1p
Vne1 = (—=2)™ — 2y, si dacd notam z,, = (_23/)7;1-1 =z =142, =2, =N 1p
Yo = (2" n = A = (=2)" B+ (m2)V 1 M C e et e 1p

Subiectul 2.
a) Ardtati ca, daca X € M, (R) verifica relatia Tr(X - X*) = 0, atunci X = 0,, .
b) Se considerd matricele 4, B € M,,(R) care indeplinesc conditia
Tr(A-AY) +Tr(B-BY) =Tr(A-B) + Tr(At - BY).
Demonstrati ci Bt = A
Prin X s-a notat transpusa matricei X, iar Tr(X) este suma elementelor de pe diagonala
principala a matricei X.

Solutie.
a) Fie X = (x;;)1<isn - Avem Tr(X - X*) = 31, 37, x,
1<j<n
Tr(X-X)=0=3YL Y 1%/, =0,x; ER = x;; =0,Vi,j €{1,2,..,n} = X =0, .....2p
b)
(A—BYHY(A-BYHY " =(A—-BY(A* - B) = AA* — AB — B*A'* + B'B .. . ..2p
Tr(AA* — AB — B'A* + B'B) = Tr(AAY) — Tr(A-B) — Tr(BtAt) + Tr(Bt B) =
Tr(AAY) + Tr(B-BY) —Tr(A-B) —Tr(A - BY) = 0 i et oot et et et et et et et et et et e e o0 2P
Tr((A=BO(A—=B)) =0 = A= B = 0 e ces ces coe et et et et et it s e e et vt vve e 1P
Subiectul 3.
Se considera sirurile (a,)ns1 Si (by)nsq care indeplinesc relatiile
2 2
a;, +b; . a, + b, _
a; >0,b; >0,a,41 =———Sibyq = pentruoricen € N,n > 1.
a, + b, 2

Demonstrati ca sirurile (a,)ps1 Si (by)ns=1 au limite si limitele sunt egale.
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Solutie.

Prin inductie matematica se demonstreaza ca: a, > 0,b, > 0,Vn € N ..., 1p
2 2 2
ap+b; a,+b, (a,—by)
—bpy1 = - >0=0a,2b,,Vn=2 .iiii i 2
An+1 n+1 a, +bn 2 Z(an+bn) an n VI P
a, + b, a, — b, . .
byt1 — b, = 7~ b, = 5 >0 = (b,)nsp crescator = A lim b, =1 ..o cev v vee e .. 2P
n—->oo

Dacal = oo sicum a,, = b,, atUNCIiliMy, o Gy = 00 ciiiiiiiiici e 1p
Daca [ € R,atuncicum a,, = 2b,,,1 — b, = lima,, =2l =1 =1 ..ot e e 1P

n—-oo

Subiectul 4.
Calculati:

([a AL 20 A3) [BaA3]  [na -A,*;])

T+
n2 n3 n4 nn+1

unde a = 0 si AX reprezinti aranjamente de n luate cate K, iar [a] reprezinti partea intreagi a
numadrului real a.

Solutie.
AVEM kAR — 1 < [KAAK] S KAAL ..ottt 1p
n K n K n K
kaAs —1 [kaA5] kaAs
) <) S ) e @
k=1 k=1 k=1
n n

- kA - k-n! N -m-K)-n n-n! (n—k)-nl \
znkﬂ_;nkﬂ.(n_k)!_; k. (n — k)! _kzzl<nk+1.(n_k)!_nk+1.(n_k)!>_

n n-1
A A Ay 3
k=1 k=1
Inlocumd in relatia (l) obtinem
kaAk
a— Z T S nk+1 RS
a1l A2 A3 AN
Din criteriul clegtelul obtinem lim,,_, ([ani”] + [an‘zn] + [anin] + -+ [Zn‘iﬁ]) T 2p
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