
 

 

 

COLEGIUL NAŢIONAL 

  „VASILE  LUCACIU”   

          BAIA MARE  

 

___________________________________________________________________________  

      _______________________________________________________ 

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod poştal 430282 

Telefon şi fax: 0262211943,  mobil secretariat: 0730123630 

Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro 

 

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019 

 

CLASA a XI-a 

 

Subiectul 1.  

                    Se consideră matricea 𝐴 = (
1 3

−3 −5
) . 

a) Determinați matricele B și C , care verifică  relațiile 𝐴 = −2𝐵 + 𝐶  și 𝐴2 = 4𝐵 − 4𝐶. 
b) Demonstrați că există două șiruri de numere reale (𝑥𝑛)𝑛≥1 și (𝑦𝑛)𝑛≥1 astfel încât  

𝐴𝑛 = 𝑥𝑛 ∙ 𝐵 + 𝑦𝑛 ∙ 𝐶 , pentru orice  număr natural  𝑛 ≥ 1, unde B și C sunt matricele determinate la 

punctul anterior. 

c) Calculați 𝐴𝑛 pentru orice  număr natural  𝑛 ≥ 1. 

 

Subiectul 2. 

a) Arătați că, dacă 𝑋 ∈ ℳ𝑛(ℝ) verifică relația 𝑇𝑟(𝑋 ∙ 𝑋𝑡) = 0,  atunci 𝑋 = 𝑂𝑛 . 
b) Se consideră matricele 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ𝑛(ℝ) care îndeplinesc condiția 

 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐴𝑡) + 𝑇𝑟(𝐵 ∙ 𝐵𝑡) = 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐵) + 𝑇𝑟(𝐴𝑡 ∙ 𝐵𝑡). 
Demonstrați că 𝐵𝑡 = 𝐴 . 
 Prin 𝑋𝑡 s-a notat transpusa matricei  𝑋, iar 𝑇𝑟(𝑋) este suma elementelor de pe diagonala 

principală a matricei 𝑋. 

 

Subiectul 3.  

             Se consideră șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥1 și (𝑏𝑛)𝑛≥1 care îndeplinesc relaţiile 

𝑎1 > 0, 𝑏1 > 0, 𝑎𝑛+1 ≥
𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
 și 𝑏𝑛+1 =

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
  pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.  

Demonstrați că șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥1 și (𝑏𝑛)𝑛≥1 au limite și limitele sunt egale. 

 

Subiectul 4. 

Calculaţi:  

 lim
𝑛→∞

(
[𝑎 ∙ 𝐴𝑛

1 ]

𝑛2
+

[2𝑎 ∙ 𝐴𝑛
2 ]

𝑛3
+

[3𝑎 ∙ 𝐴𝑛
3 ]

𝑛4
+ ⋯ +

[𝑛𝑎 ∙ 𝐴𝑛
𝑛]

𝑛𝑛+1
) 

           unde 𝑎 ≥ 0  și 𝐴𝑛
𝑘  reprezintă aranjamente de n luate câte k, iar [𝛼] reprezintă partea întreagă a 

           numărului real 𝛼. 

 

 

 

 

 

 

 

Notă:  

1) Timp de lucru 3 h. 

2) Fiecare subiect se notează cu  puncte de la 0 la 7. 
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019 

BAREM DE CORECTARE  CLASA a XI-a 

 

Subiectul 1. 

Se consideră matricea 𝐴 = (
1 3

−3 −5
) . 

a) Determinați matricele B și C , care verifică  relațiile 𝐴 = −2𝐵 + 𝐶  și 𝐴2 = 4𝐵 − 4𝐶. 
b) Demonstrați că există două șiruri de numere reale (𝑥𝑛)𝑛≥1 și (𝑦𝑛)𝑛≥1 astfel încât 

𝐴𝑛 = 𝑥𝑛 ∙ 𝐵 + 𝑦𝑛 ∙ 𝐶 , pentru orice număr natural  𝑛 ≥ 1, unde B și C sunt matricele  

determinate la punctul anterior. 

c) Calculați 𝐴𝑛 pentru orice  număr natural  𝑛 ≥ 1. 

Soluție. 

a) 𝐵 = (
1 0
0 1

) , 𝐶 = (
3 3

−3 −3
)     ................................................................................................... 1p 

b) Inducție matematică:           Presupunem 𝐴𝑛 = 𝑥𝑛 ∙ 𝐵 + 𝑦𝑛 ∙ 𝐶 ⟹ 𝐴𝑛+1 = 𝑥𝑛 ∙ 𝐴𝐵 + 𝑦𝑛 ∙ 𝐴𝐶 ⟹ 

𝐴𝑛+1 = 𝑥𝑛 ∙ (−2𝐵 + 𝐶)𝐵 + 𝑦𝑛 ∙ (−2𝐵 + 𝐶)𝐶 ⟹ 𝐴𝑛+1 = 𝑥𝑛 ∙ (−2𝐵 + 𝐶) + 𝑦𝑛 ∙ (−2𝐶) ⟹ 

𝐴𝑛+1 = −2𝑥𝑛 ∙ 𝐵 + (𝑥𝑛 − 2𝑦𝑛) ∙ 𝐶         .......................................................................................... 2p 

Considerăm șirurile (𝑥𝑛)𝑛≥1 și (𝑦𝑛)𝑛≥1 cu 𝑥1 = −2, 𝑦1 = 1, 𝑥𝑛+1 = −2𝑥𝑛 și 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 2𝑦𝑛.... 1p 

c) (𝑥𝑛)𝑛≥1 este progresie geometrică ⟹ 𝑥𝑛 = (−2)𝑛     ...................................................................... 1p 

𝑦𝑛+1 = (−2)𝑛 − 2𝑦𝑛 și dacă notăm 𝑧𝑛 =
𝑦𝑛

(−2)𝑛−1 ⟹ 𝑧𝑛+1 = 1 + 𝑧𝑛 ⟹ 𝑧𝑛 = 𝑛........................... 1p 

𝑦𝑛 = (−2)𝑛−1 ∙ 𝑛 ⟹ 𝐴𝑛 = (−2)𝑛 ∙ 𝐵 + (−2)𝑛−1 ∙ 𝑛 ∙ 𝐶   ................. ........................... .................1p 

 

Subiectul 2. 

a) Arătați că, dacă 𝑋 ∈ ℳ𝑛(ℝ) verifică relația 𝑇𝑟(𝑋 ∙ 𝑋𝑡) = 0,  atunci 𝑋 = 𝑂𝑛 . 
b) Se consideră matricele 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ𝑛(ℝ) care îndeplinesc condiția 

 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐴𝑡) + 𝑇𝑟(𝐵 ∙ 𝐵𝑡) = 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐵) + 𝑇𝑟(𝐴𝑡 ∙ 𝐵𝑡). 
Demonstrați că 𝐵𝑡 = 𝐴 . 
Prin 𝑋𝑡 s-a notat transpusa matricei  𝑋, iar 𝑇𝑟(𝑋) este suma elementelor de pe diagonala 

principală a matricei 𝑋. 

 

Soluție. 

𝐚) Fie 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑛
1≤𝑗≤𝑛

 .  Avem 𝑇𝑟(𝑋 ∙ 𝑋𝑡) = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑗
2𝑛

𝑗=1
𝑛
𝑖=1  

𝑇𝑟(𝑋 ∙ 𝑋𝑡) = 0 ⟹ ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑗
2𝑛

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 = 0 , 𝑥𝑖𝑗 ∈ ℝ ⟹ 𝑥𝑖𝑗 = 0, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛} ⟹ 𝑋 = 𝑂𝑛 … …2p 

b)  

   (𝐴 − 𝐵𝑡)(𝐴 − 𝐵𝑡)𝑡 = (𝐴 − 𝐵𝑡)(𝐴𝑡 − 𝐵) = 𝐴𝐴𝑡 − 𝐴𝐵 − 𝐵𝑡𝐴𝑡 + 𝐵𝑡𝐵 … … … … … … … … … . 𝟐𝐩  

𝑇𝑟(𝐴𝐴𝑡 − 𝐴𝐵 − 𝐵𝑡𝐴𝑡 + 𝐵𝑡𝐵) = 𝑇𝑟(𝐴𝐴𝑡) − 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐵) − 𝑇𝑟(𝐵𝑡𝐴𝑡) + 𝑇𝑟(𝐵𝑡 ∙ 𝐵) = 

𝑇𝑟(𝐴𝐴𝑡) + 𝑇𝑟(𝐵 ∙ 𝐵𝑡) − 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐵) − 𝑇𝑟(𝐴𝑡 ∙ 𝐵𝑡) = 0   … … … … … … … … … … … … … … … … 𝟐𝐩 

𝑇𝑟((𝐴 − 𝐵𝑡)(𝐴 − 𝐵𝑡)𝑡) = 0 ⟹ 𝐴 − 𝐵𝑡 = 𝑂𝑛 … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . 𝟏𝐩 

 

Subiectul 3.  

          Se consideră șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥1 și (𝑏𝑛)𝑛≥1 care îndeplinesc relaţiile 

𝑎1 > 0, 𝑏1 > 0, 𝑎𝑛+1 ≥
𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
 și 𝑏𝑛+1 =

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
  pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.  

Demonstrați că șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥1 și (𝑏𝑛)𝑛≥1 au limite și limitele sunt egale.                                                                           
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Soluție. 

Prin inducție matematică se demonstrează că:    𝑎𝑛 > 0, 𝑏𝑛 > 0, ∀𝑛 ∈ ℕ∗    ...................................1p 

𝑎𝑛+1 − 𝑏𝑛+1 ≥
𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
−

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
=

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)2

2(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)
≥ 0 ⟹ 𝑎𝑛 ≥ 𝑏𝑛, ∀𝑛 ≥ 2 … … … … … … . . … . . 𝟐𝐩 

𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛 =
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
− 𝑏𝑛 =

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛

2
≥ 0 ⟹ (𝑏𝑛)𝑛≥2 crescător ⟹ ∃ lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 𝑙  … … … … … … … . 𝟐𝐩 

Dacă 𝑙 = ∞ și cum 𝑎𝑛 ≥ 𝑏𝑛  atunci lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = ∞   ..................................................................................1p 

 Dacă  𝑙 ∈ ℝ , atunci cum  𝑎𝑛 = 2𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛 ⟹ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 2𝑙 − 𝑙 = 𝑙  … … … … … … … … … … … … … … . 𝟏𝐩 

 

Subiectul 4. 

Calculaţi:  

 lim
𝑛→∞

(
[𝑎 ∙ 𝐴𝑛

1 ]

𝑛2
+

[2𝑎 ∙ 𝐴𝑛
2 ]

𝑛3
+

[3𝑎 ∙ 𝐴𝑛
3 ]

𝑛4
+ ⋯ +

[𝑛𝑎 ∙ 𝐴𝑛
𝑛]

𝑛𝑛+1
) 

           unde 𝑎 ≥ 0  și 𝐴𝑛
𝑘  reprezintă aranjamente de n luate câte k, iar [𝛼] reprezintă partea întreagă a 

           numărului real 𝛼. 

 

Soluție. 

Avem 𝑘𝑎𝐴𝑛
𝑘 − 1 < [𝑘𝑎𝐴𝑛

𝑘 ] ≤ 𝑘𝑎𝐴𝑛
𝑘   .......................................................................................................1p 

∑
𝑘𝑎𝐴𝑛

𝑘 − 1

𝑛𝑘+1

𝑛

𝑘=1

< ∑
[𝑘𝑎𝐴𝑛

𝑘]

𝑛𝑘+1

𝑛

𝑘=1

≤ ∑
𝑘𝑎𝐴𝑛

𝑘

𝑛𝑘+1

𝑛

𝑘=1

             (𝟏) 

∑
𝑘𝐴𝑛

𝑘

𝑛𝑘+1

𝑛

𝑘=1

= ∑
𝑘 ∙ 𝑛!

𝑛𝑘+1 ∙ (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=1

= ∑
(𝑛 − (𝑛 − 𝑘)) ∙ 𝑛!

𝑛𝑘+1 ∙ (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=1

= ∑ (
𝑛 ∙ 𝑛!

𝑛𝑘+1 ∙ (𝑛 − 𝑘)!
−

(𝑛 − 𝑘) ∙ 𝑛!

𝑛𝑘+1 ∙ (𝑛 − 𝑘)!
)

𝑛

𝑘=1

= 

∑
𝐴𝑛

𝑘

𝑛𝑘

𝑛

𝑘=1

− ∑
𝐴𝑛

𝑘+1

𝑛𝑘+1

𝑛−1

𝑘=1

=
𝐴𝑛

1

𝑛
= 1 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … 𝟑𝐩 

Înlocuind în relația (1) obținem  

𝑎 − ∑
1

𝑛𝑘+1

𝑛

𝑘=1

≤ ∑
[𝑘𝑎𝐴𝑛

𝑘 ]

𝑛𝑘+1

𝑛

𝑘=1

≤ 𝑎  … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … 𝟏𝐩 

Din criteriul cleștelui obținem   lim𝑛→∞ (
[𝑎∙𝐴𝑛

1 ]

𝑛2 +
[𝑎∙𝐴𝑛

2 ]

𝑛3 +
[𝑎∙𝐴𝑛

3 ]

𝑛4 + ⋯ +
[𝑎∙𝐴𝑛

𝑛]

𝑛𝑛+1 ) = 𝑎 ..........................2p 


